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1. 序論 
ものつくりにおいて，PC 上で仮想の製品を作りシミュレ
ーションを行うことは，実際の試作品を用いて耐久性などを
テストするよりも低コストである．シミュレーション実行の
際には CAD モデルが必要であるが，デザイナーが指定した
通りの CAD モデルを使用したとしても，様々な問題（プレ
ス加工においてのスプリングバック等）によりモデル通りの
製品は得られない．そこで想定通りの製品を作るために，熟
練技術者が CAD モデル（や CAD モデル通りに作られた型
など）を変更することは往々にして行われている．これによ
り現物と元々の CAD モデルの間には差異が生じる．現物と
異なる CAD モデルを使用したシミュレーションは現実に即
しているとは言い難いため，現物と CAD モデルを近づける
ことが重要である．また，ベンチマークテストで他社の製品
を解析したい場合など，設計図のない現物の製品に対して，
シミュレーションを行いたいという要求も存在する．そこで，
これらの要求に対して，現物から CAD モデルを作成しその
CAD モデルを使用して FEA（有限要素解析）を行うといっ
たパスが必要とされており，それを実現する技術をリバース
エンジニアリングと呼ぶ． 
本研究における応力解析に対するシミュレーション用モ
デルとは，三次元 FEA などの数値シミュレーション用の計
算格子であるボリュームメッシュのことをいう．ボリューム
メッシュは四面体メッシュ（Fig. 1），六面体メッシュ（Fig. 
2）が主であり，現状の研究および市販のソフトウェアは四
面体メッシュを生成するが，シミュレーション側からは六面
体メッシュで解析を行う方が，要素数が少なく，より短時間
で良い精度が得られることが 20 年以上前から指摘されてき
た．しかし，複雑な形状に適合した良質な六面体メッシュの
自動生成は不可能と言われるほど困難な問題として今日に
至るまで解決せず，多くの研究者および市販のソフトウェア
は縮退六面体メッシュと呼ばれる四面体メッシュと六面体
メッシュの混合メッシュの生成を妥協案として提示してい
る．ここでいう適合とは，境界面が目的形状に位置として合
っているだけでなく，法線ベクトルの向きとしても合ってい
ることである．本研究では，ボクセルを変形させて目的形状
に適合させることで境界適合型六面体メッシュを得る．ボク
セルとは，立方体もしくはその集まりのことである． 
本研究で想定するリバースエンジニアリングでは，現物を
三次元測定器でスキャンした目的形状を用意する．レーザな
どで測定した場合，この目的形状は表面のみとなり，中身が
なく FEA には使えない．そこで，目的形状を包み込むよう
に発生させた中身があるボクセル群を変形させ，目的形状に
適合させるという操作を行い，CAD モデルを得る． 
 
Fig. 1 Tetrahedral Mesh Fig. 2 Hexahedral Mesh 
物体の接触時における応力は，その接触部で大きな値を持
つ．接触しやすい部位として“角( sharp feature )”がある．
角を持たない形状に対する六面体メッシュは精度や実行時
間を考慮し，少ないセル数でヤコビアンが大きいことが求め
られる．ヤコビアンとは要素のコーナーに接続する三つの辺
をベクトル܉, ܊, ܋としたときの三重積܉ ∙ ሺ܊ ൈ ܋ሻのことであり，
‖ࢇ‖	‖࢈‖‖ࢉ‖で割ったヤコビアンをスケールドヤコビアンと
いう．スケールドヤコビアンの値の範囲はሾെ1, 1ሿであり，1
に近いほど解析精度の良い結果が期待できる．少ないセル数
で精度の良いシミュレーションが実行できるメッシュが望
ましいが，実際にはセル数が増えるほど計算時間が延びる代
わりに解析精度が上昇することを利用する場合も多い．とこ
ろが，角を持つ形状に対して角の再現を達成していないメッ
シュを作成した場合はセル数を増やしたところで，解析精度
は一定以上向上しない．つまり角の再現が達成されていない
六面体メッシュのシミュレーション結果は現実から大きく
乖離することになり，実用に耐えないこととなる．また，FEA 
のためのボリュームメッシュはヤコビアンが全て正である
という制約を満たさなければならない．本研究ではより現場
の要求が高い全自動での六面体メッシュ生成を行う．本研究
の最終目的は，ヤコビアンが全て正である制約を満たしつつ，
目的形状の角が正確に再現された境界適合型六面体メッシ
ュの自動生成を行うことである． 
 
2. 関連研究 
六面体メッシュ生成に関する文献は様々あり，すべて記述
することは困難である．ここでいくつかに分類して簡単に示
すと，voxel-based (Schneiders(1), Marechal (2))や advancing 
front (Saten(3), Wada(4), Blacker(5)) ， sweep/mapped 
(Jason(6), Xevi(7)), などが挙げられ，さらにこれらを発展さ
せた研究も多数存在する． 
いかなる入力に対しても高品質な六面体メッシュを自動
で生成する手法は未だ提案されていない．したがって，現在
では使用者が手を加え半自動でロバストな手法が用いられ
ている．半自動の手法として，メッシュ可能領域かどうか分
類 し な が ら メ ッ シ ュ を 生 成 す る multi-sweeping 
(Shepherd(8))が提案されている．半自動の手法が多く用いら
れている現状ではあるが，主に製造業の分野において全自動
の手法の要求が高いため，本研究では六面体メッシュの全自
動生成を行っていく． 
六面体メッシュではヤコビアンがすべて正となることを
保証した自動生成の手法は確立されていないが，同様の保証
がある四面体メッシュの自動生成は既に提案されている
(Labelle(9))．四面体で分割したメッシュを六面体へと変換す
る手法も研究されているが，変換された六面体メッシュのヤ
コビアンの値は低く，解析で現実的な値を得ることは難しい． 
Advancing front は境界面から内部へ向かい要素を逐次
的に生成していく手法で様々な研究がある．一般に，領域分
割を基にした直接手法は，高品質なメッシュを生成すること
が可能である．しかしながら，advancing front は複雑な形
状に対して内部へ六面体セルを逐次生成していく際の前進
面に対する分割に課題があり，使用者がいくらか手を加える
必要がある．advancing front で完全六面体メッシュを生成
しようとした際，この課題を自動で解決するために最終段階
で生成される要素を四面体とすることが多い．それらに対し
てテンプレートマッチングにより六面体要素を当てはめる
手法もあるが，必ずしもテンプレートに当てはまる保証はな
く，任意の形状への対応が困難である． 
本研究は，ボクセルを変形させる voxel-based の手法であ
り，これまで挙げた手法では難しいとされている複雑な形状
を扱うことができるとされている．voxel-based な手法は初
期のメッシュとしてボクセルを用いる．初期のメッシュに角
がない場合は目的形状の角の再現をすることが困難である
とされているが，ボクセルは角をもつので，フィッティング
の際に目的形状の角と対応させることで出力メッシュの角
の再現が期待できる． 
 
3. メッシュ生成 
3.1 ボリュームメッシュ生成方法 
スキャンして得られた目的形状（中身がなく FEA 実行不
可能）から，CAD モデル（ここではボリュームメッシュ，
中身が詰まっており FEA 実行可能）を生成するアルゴリズ
ムを説明する．このアルゴリズムの入力は目的形状（stl フ
ァイル），出力は完全六面体メッシュ（msh ファイル）であ
る．本研究における，六面体メッシュ生成のアルゴリズムを
以下に示す．ただし，ある六面体要素の面が他の六面体要素
と共有されていない場合，その面を境界面といい，その境界
面を集めたものを表面とする． 
(1) 目的形状の読み込み(Fig. 3)． 
(2) 目的形状を包み込むようにボクセルを生成（Tao Ju
氏の Polymender(13)というソフトを使用）(Fig. 4)． 
(3) (2)で生成したボクセルの境界面を抽出． 
(4) 目的形状にボクセルの表面を適合させる(フィッティ
ング)． 
(5) 後処理． 
(6) 内部頂点の位置決め． 
(7) 六面体メッシュの出力． 
Fig. 3 Target Surface Fig. 4 Voxels(Initial) 
3.2 フィッティング 
本研究の六面体メッシュ生成アルゴリズムにおいて，メッ
シュの境界面を目的形状に適合させるフィッティングは，六
面体メッシュ（初期ではボクセル）の表面の頂点に対する目
的形状上の対応点を求め，そこへ近づけることで達成される．
ただし，一度に対応点へと移動するのではなく，この処理を
繰り返し行い，徐々に頂点を移動させそれに伴い六面体メッ
シュの表面形状を変形させる． 
目的形状を包み込むようにボクセル群を発生させ，その表
面の頂点（境界頂点）を動かし六面体表面の四角形メッシュ
を得る．まず，目的形状を包み込むボクセル群（Fig. 4）を
生成するが，その表面は目的形状と一致していない．よって
Mehra(10)らの手法を改良したものを用い表面形状のフィッ
ティングを行う．本研究では目的形状のより正確な再現のた
めに，以下に述べる頂点に格納した複数法線ベクトルを使用
する方式を用いる． 
六面体メッシュの表面の四角形面を三角形化しその辺の
外積により法線ベクトルを決定する．通常四角形面はその四
点が同一平面上にはないため，三角形化は四角形の二本の対
角線それぞれに対して行う．四角形面は四つの三角形をもつ
こととなり四つの法線ベクトルを持つ．境界頂点ܞ௜௞ሺ݅ ൌ
1, 2, … , ௩ܰሻに接続する四角形面が持つ法線ベクトルを，すべ
て境界頂点ܞ௜௞に格納し，頂点ܞ௜௞の複数法線ベクトルܖܞ௜௛௞ ,
݄ ൌ 1, 2,3, …とする．目的形状上にサンプルされた点ܛ௝も同様
に複数法線ベクトルܖܛ௝௧, ݐ ൌ 1,2,3, …を持つ．境界頂点ܞ௜௞の
複数法線ベクトルܖܞ௜௛௞ と目的形状上にサンプルされた点ܛ௝の
複数法線ベクトルܖܛ௝௧において，それぞれ同じ向きの法線ベ
クトルを一つにまとめ，その後のܖܞ௜௛௞ とܖܛ௝௧の本数をそれぞ
れܣ௜௞，ܤ௝とする．フィッティングは以下の式(3)の最小化を繰
り返すことで実現する． 
 ݆ᇱ ≡ ܽݎ݃݉݅݊
௝
. ቐฮܞ௜௞ െ ܛ௝ฮቌ1 െ ߙ ෍
൫ܖܞ݄݅݇ ∙ ܖܛ݆ݐ൯
ܰ݅݇ሺ௛,௧ሻ
ቍቑ. (1)
 ܟ௜௞ାଵ ≡ ܛ௝ᇲ . (2)
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ただし，ܿଵ ൌ 1, ܿଶ ൌ 0.5, ܿଷ ൌ 2, ܿସ ൌ 0.01．対応点ܟ௜௞ାଵは
目的形状上のサンプル点ܛ௝のいずれかが式(1)および式(2)に
より選ばれるので，対応点ܟ௜௞ାଵも複数法線ベクトル
ܖܟ௜௧௞ାଵሺݐ ൌ 1, 2, … , ܥ௜௞ାଵሻを持つ．݅∗はܞ௜に隣接する境界頂点
番号の集合．|݅∗|はその要素数，ܽ௜௛௞ାଵは	ܖܞ௜௛௞ に対応する三角
形の面積の二倍，ܯ௜௞はܣ௜௞とܥ௜௞ାଵの和である．式(3)の四項の
内，第一項は現在位置のラプラシアンと動かした先のラプラ
シアンとの差分なので表面の山や谷の形状を保つ項，第二項
は現在位置と動かした先との差分なので一度の最小化で
ܞ௜௞ାଵが大きく動くのを防ぐ項，第三項は次の位置と対応点と
の差分なのでܞ௜௞ାଵを対応点ܟ௜௞ାଵに近づける項，第四項は境
界頂点ܞ௜௞が持つ複数法線ベクトルܖܞ௜௛௞ と対応点ܟ௜௞ାଵが持つ
複数法線ベクトルܖܟ௜௧௞ାଵとの不一致率となり，これを最小化
することで法線ベクトルの向きを合わせる効果となる．この
関数の最小化により，k+1 ステップ目の境界頂点位置ܞ௜௞ାଵが
定まる．それを全ての表面を構成する頂点で行うことで目的
形状に合った新しい表面が得られ，これを何度も繰り返すこ
とによりフィッティングの結果が得られる． 
 
4. 三角形メッシュに対するポアソンディス
クサンプリング（P.D.S.）を用いたアップ
サンプリング 
Mehra らは目的形状上でܞ௜௞に一番近い点をܟ௜௞ାଵと決めて
いる．だがそのためには目的形状へおろした足を求めねばな
らない．足の計算は繁雑であるため我々の研究では目的形状
上のܞ௜௞に一番近いサンプル点をܟ௜௞ାଵとしている．しかし，
目的形状のサンプル点に粗密がある場合は，足付近に頂点が
無い可能性があり，その場合ฮܞ௜௞ െ ܟ௜௞ାଵฮが Mehra らと我々
の研究では大きく異なるため，そのままフィッティングを行
うと，六面体要素の体積が急激に変化している箇所が生じる
ことや, 辺の向きや長さが不揃いになってしまうことがあ
り，シミュレーションの精度は大きく低下してしまう．また，
目的形状上のサンプル点に粗密がある場合，5 章で示す RB
F の値にばらつきが発生し内部頂点位置決めの信頼性が失
われる． 
本研究では，目的形状上で粗密がなく均一であり,形状の
特徴を失わないサンプリング手法を提案する．これにより対
応点ܟ௜௞ାଵの候補点であるサンプル点を効率よく取得するこ
とができる．本手法のサンプリングアルゴリズムを Fig. 5
に示す．本手法では，点同士の距離が一定以上離れるように
ランダムにサンプリングする P.D.S.(12)の改良となっている．
まず，境界辺上をサンプリングすることで，角となる辺上に
サンプル点を設定することが可能となる．その後三角形面に
対し，サンプリングを行う． 
 
5. 内部頂点位置決め 
フィッティングにより表面の頂点を移動し表面の位置決
めを行っている．表面の位置は決まるが，六面体メッシュに
は内部頂点も存在し，内部頂点の位置決めも行う必要がある．
内部頂点の移動を行うことで有限要素解析を実行するため 
Fig. 5 Algorithm for P.D.S. 
の条件である，すべてのヤコビアンが正であるような六面体
メッシュ生成を目指す．内部頂点位置決めは，ポアソン方程
式(式(4))を解くことで実現する．左辺はメッシュの各頂点に
おけるラプラシアンベクトルであり，右辺はガイドベクトル
である．メッシュの各頂点はラプラシアンベクトルがガイド
ベクトルと一致するような位置への移動を行う．右辺のガイ
ドベクトルが 0 の場合をラプラス方程式と呼び，流体解析や
伝熱解析の際に用いられる． 
∆ࢌ ൌ ࢍ. (4)
本研究における内部頂点の位置決めのアルゴリズムを以
下に示す．この処理を繰り返し行う． 
i. 内部頂点から，サンプル点への距離を計算． 
ii. RBF によりガイドベクトルの作成． 
iii. ポアソン方程式を解き，内部頂点移動． 
5.1 RBF を用いたガイドベクトル設定 
本研究でのガイドベクトルは RBF (radial basis functio
n)を用いて作成する．RBF は RBF 中心からの距離だけを引
数にとる関数であり，Gaussian RBF や Buhmann RBF な
ど様々な RBF が提案されている．本研究では Wedland RB
F(11)を用いたガイドベクトルの設定を行う．Wedland RBF
は，その値が中心で 1 であり，距離に応じて減少し，一定距
離以上では 0 となる関数である． 
						߮௡,௞ሺݎሻ ൌ ൞
0 																							݂݅		1 ൏ ݎ
෍ߩ௜,௞ݎ௜ሺ1 െ ݎሻା௟ାଶ௞ି௜								݂݅	0 ൑ ݎ ൑ 1
௞
௜ୀ଴
.
 		݈ ≡ ቔ௡ଶቕ ൅ ݇ ൅ 1	. 
  ߩ௜,௞ ൌ ∑ ఘ೔,ೖሾ௜ାଵሿ೔షೕశభ,ሺ௟ାଶ௞ି௜ାଵሻ೔షೕశమ 											0 ൑ ݆ ൑ ݇ ൅ 1
௞௜ୀ௝ିଵ  . 
(5)
 
ܥଶ௞級の Wedland RBF（距離1以上で0）は式(5)で表され
る．本研究では一般的に用いられているܥଶ級の Wedland R
BF を用いてガイドベクトルの設定を行う．܀ଷにおいてのܥଶ
級の Wedland RBF を式(6)に示す． 
						߮ଷ,ଵሺݎሻ ൌ ቀ1 െ ݎܽቁା
ସ
൬1 ൅ 4ݎܽ ൰. (6)
ここで	ݎ	は，内部頂点ܑܞ௜఑とサンプル点ܛ௝との距離，ܽは R
BF の値が 0 となる半径である．内部頂点数を ௜ܰ௩とし，式(7)
のポアソン方程式を解くことで内部頂点の位置が決まる． 
							∆ࢌ൫ܑܞ௜఑ାଵ൯ ൌ െ෍સ࣐൫ฮܑܞ࢏ࣄ െ ܛ௝ฮ൯.
௝
 (7)
例えば，Fig. 6 の内部頂点ܑܞ௣఑について RBF を計算する．ܑܞ௣఑
からサンプル点との距離を計算し，RBF 値の勾配ベクトルを
計算する．サンプル点に粗密がある場合は正確な値を得るこ
とを期待できないが，本研究では P.D.S.を用いたアップサン
プリングでその問題を回避している．ܑܞ௣఑は，二つのサンプ
ル点܁௟と܁௤の RBF の半径 a 内であるので，それら 2 点をそれ
ぞれ中心とする RBF 値の勾配ベクトルの和がܑܞ௣఑のガイドベ
クトルとなる．この操作を全内部頂点に対し行い，すべての
内部頂点のガイドベクトルが決定した後，ポアソン方程式を
解くことで内部頂点はガイドに基づいた位置へ移動する． 
5.2 内部頂点位置決め後の六面体メッシュ 
本研究で，表面頂点の位置決めおよび内部頂点位置決めを
行い生成した六面体メッシュを Fig. 7 に示す．表面は目的形
状の角を失わず再現できている．Table 1 に表面頂点の位置
決め後および内部頂点位置決め後のスケールドヤコビアン
の結果を示す．内部頂点位置決め後のスケールドヤコビアン
の値は，負の値が全体の 1%以下まで低減しており，解析を
行った際に現実に近い値が得られるとされているスケール
ドヤコビアン 1 付近の要素が増加した．しかし，スケールド
ヤコビアンが負の頂点は未だ存在し，このままでは有限要素
解析を実行することができない． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6 Calculation of the value of RBF for inner vertices 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 7 Our research result(Bearing) 
Table 1 Scaled Jacobian and number of elements 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. 結論 
本研究では，シミュレーション用モデルである完全六面体
メッシュ自動生成について，いくつかの成果を挙げた．特に
複数法線ベクトル方式を用いた六面体メッシュ表面頂点の
位置決めを行うことで，目的形状の表面を正確に再現し，
RBF に基づくガイドベクトルを設定し，ポアソン方程式を
解くことでスケールドヤコビアンが向上する内部頂点位置
決めを行った． 
今後の展望として，別の内部頂点位置決めのガイドベクト
ル作成方法の検討や，ヤコビアンが負となる頂点を含む六面
体要素への対応により，ヤコビアンが全て正で有限要素解析
実行可能な完全六面体メッシュ生成を目指す． 
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Scaled Jacobian After fitting part After inner part
1.0 to 0.9 12265 17490
0.9 to 0.8 1616 436
0.8 to 0.7 867 226
0.7 to 0.6 635 158
0.6 to 0.5 754 208
0.5 to 0.4 689 118
0.4 to 0.3 546 18
0.3 to 0.2 612 120
0.2 to 0.1 270 59
0.1 to 0.0 346 79
Less than 0.0 472 160
